Fonctions réciproques 4" Mathématiques

Dans tous les exercices le plan est rapporté & uapere orthonormé(O, i, j)

Exercice 1

Soit f la fonction définie suf0 , +oo par :f(x) =x2-1++v/x2+x et soit (C) sa courbe représentative
1) Montrer que f est continue s[ﬂ , + oo[
2) a) Etudier la dérivabilité de f a droite entOneerpréter géométriguement le résultat obtenu
b) Montrer que f est dérivable s\, + | et calculerf'(x)
c) En déduire qué'(x) > 0OxO]0, +of
3) a) Dresser le tableau de variation de f
b) Montrer que f est une bijection [:lé +oo[ sur[— 1, +oo[

4) Montrer que I'équation f(x)=0 admet da[rﬁs, + oo[ une unique solutiom et quea D] 0, ][
5) Soitf ™ la réciproque de f

a) Donner le sens de variationfdé

b) Montrer qud ™ est continue et dérivable S[Jfl , +oo[

Exercice 2

1. Soit f(x) = Ilé la bijection de ]2, +oo [ sur ]1, +oo [ :

_ i _2 = _ X 2 e _ X _2 ]
a) fO) =1 b) fTHN =2 o fT) =
2. La courbe (C) ci-dessous représente une fonction f définie sur R :
.:
a) (f7H'(2) =-2 b) (F'(2)=—2 o (FH(2)=2

2
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Exercice 3

Soit f la fonction définie su[ 0, g[par f(x) =+/tanx.

;

1) Etudier la dérivabilité de f e@” et interpréter le résultat graphiquement.
2) Montrer que f est une bijection %é) : g[ sur[O : +00[.

3) Soit g la fonction réciproque de f.
2X

1+x*

Montrer que g est dérivable s|@ , +oo| et (Ox [ [0, +oo| ona:g'(x) =

4) a) Montrer que_Ix [ [O + oo[ onag(x) + g(l) :g
X
b) En déduire que pour toltx O IR g(\/x2 +1- X)+ g(\/x2 +1+ X) est une constante.

Exercice4

1. Soit Ia fonction fdéfinie sur]0. <[ par f(x) = |

b X

a. Calculer et mterpréter geométriquement lim f(x) et lim f(x)
e =—HH

b. Montrer que fest dérivable sur]0, +oo[ et que F (x) =

— pour tout xe]0, +oo]

c. Montrer que fréalise une bijection de]0.+w] sur un intervalle T que 1'on précisera .

d. Expliciter f~(x) pour toutx € I.
2. Soit 1a fonction g définie sur]0. +oefpar gix) = fix) — x

a  Dwesser le tableau de variation de g

b. Montrer que I'équation (1) = 1 admet une sohrtion unique o dans J0, +xof etque 1< o < 2
3. Soit la snite 1, définiesur INparu, = letu,., = flu,)

a. Montrer que pourtoutx € [ +o[ona |f{x)| ==

b. Montrer que pour toutn € IN ona v, = 1

c. Montrer que pourtoutn EIN ona |u,,, — o *_:f“_ll.!ﬁ — x|

d. Montrer quepourtoutneIN ona |u, —a| = [i}ﬂ |1 — @|. En déduire limu,

Exercice 5
1

Soit f la fonction définie suﬂl, +oo[ par : f(x) :—1—\/;
X —

1) a) Dresser le tableau de variation de f
b) Montrer que I'équatioh(x) =0 admet dans I’intervallél, + oo[une unique solutiom

c) Montrer qud.<a <2
2) Soit la fonction g définie SL[ﬂ. , + oo[ par g(x) :1+%
X
3) Montrer queg(a) =a

4) a) Déterminer I'image de I’interval[d, +oo[ par g
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b) Montrer quellx [ [1 ,+ oo[ |g'(x)| g%

¢) En déduire queix O[1, +oof |g(x) - ql s%|x ~a

4) Soit la suitg(U ) définie suriNpar:U,=2 et U,,=9g(U,) OnOIN
a) Montrer quéInd INona:1<sU <2

b) Montrer quédnO INon a:|U,,, - s%|un ~a

c) En déduire quein0 Idna:|U, -a|s (%j

d) En déduire la limite de la sui¥ )

Exercice 6

Le graphique ci1 dessous est celui d’une fonction f définie, continue et dérivable sur [—141
T, : la demi-tangente au point d’abscisse -2
Tz : la tangente horizontale au point de coordonnees ( 2, -1)
Ts : la demi-tangente au point de cordonnées ( 4, -2)
En utilisant la courbe représentative de f:
1) Répondre par VRAI ou FAUX en justifiant :

a) f'y-2)=-2

b) £',(4)=2

) £'(2)=0

d) La fonction f réalise une bijection de [—2,4| sur un intervalle |2, 3]
2) Justifier que 1 a fonction réciproque £~ de f n’est pas dérivable au point -1
3) Caleuler ()" s (3) et (f)", (-2)
4) Tracer la courbe C’ de la fonction £,

________________________________________________________________________________
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Exercice 7

Soit f la fonction définie sur parf.(x) = -x + 2 et soit (C) sa courbe représentative
Vx+1
1) Donner le domaine de définition de f
2) a) Calculer|lim f(x) et lim f(x)
X — +00 X »-1"
b) Dresser le tableau de variation de f
3) a) Montrer que la droit®:y = - ®gst une asymptote a (C)

b) Etudier la position relative de (C) par rapgm D
4) a) Donner une équation cartésienne de la taedea la courbe (C) au point d’abscisse 0

b) Tracer (C) ;DetT
5) Montrer que I'équatiori(x) = admet dan}?— 1, +oo[ une unique solution et quel<a < 15
6) a) Montrer qud réalise une bijection de 1,+ oo[ sur un intervallel que I'on déterminera

b) Montrer qud ™ est dérivable sur J

c) Calculer en fonction de ; (f ‘1) (a)
d) Tracer la courbe {Cdef™

Exercice 8

Le plan est rapporte a un repére orthonormé (0,7 J )La courbe (C;)c1-dessous
represente une fonction f definie sur IR et la droite T est la tangente a la courbe (C, )
au point A (1.2)

1) Calculer les limites smivantes - HE: f(x). I]i_.u_lz F(x). lh_ﬂ% et Elﬂl b {%}

2)Ecrire une équation cartésienne de la tangente T a (C, )au point d’abscisse 1
3)Dresser le tableau de vanations de f sur IR
4) Soit g la restriction de f sur [0.+a
a. Montrer que g est une bijection de [0, +o[ sur sur un intervalle J que I'on précisera
b.Construire la courbe (£ *) de g™ puis dresser le tableau de vanations deg™
c. Calculer (g7 (2)
d. g7'est elle dénivable a droite en 1 7 Justifier votre réponse

http://mathematiques.tk/




Exercice 9

\L

Soit f la fonction définie sur IR parf:(x) =1+ et soit(C) sa courbe représentative

X
VxZ+1
1) Etudier les variations de la fonction f et gasa courbe (C)

2) Montrer que le poin@Q (0, 1¢st un centre de symétrie de (C)

3) Montrer que f est une bijection de IR sur uerivalle | que I'on déterminera

4) Tracer la courbe (Cde f ™ dans le méme repére

5) Montrer que I'équationf{x) = >admet dans IR une unique solutionet quea >1

6) Soit la fonction h définie s%r’—zt , g[ par :h(x) =tan x

1
foh

a) ExpliciterH(x) et G(x)pour toutx D}—g , 1—21[ Montrer que G est une bijection %eg , g[sur

OnposeH=foh et G=

un intervalle J que I'on précisera
b) Etudier la dérivabilité d&™ sur J et calculefG™) (x)

Exercice 10

Le plan est muni d'un repére ormononné[o,ij]_

—X
f(x)=
On considére la fonction f défini sur & par : x) 2x+1

_f(x}=—1+~.l'x"——x si x<0

si x=0

1) a) Etudier Ia continuité de fen 0.
b) Etudier la dérivabilité de f en 0. Interpréter le résultat graphiquement.

2) Calculerxlim f(x) , Ilim f(x)

—1

+ 1}2

e 2% -1
b) Monfrer que pour tout x<0 ; f{X)=-1+ —=
2% —x

c) Dresser le tableau de variation de f.

4) Soit g la restriction de f a I'intervalle |-c0[.

3) a) Montrer que pour tout x>0. F'(x) =

. déduire le signe de f'(x) sur ;0]

a) Montrer que g admet une fonction réciproque g" définie sur un intervalle J qu'on
déterminera.

b) Calculer g'(«f2) et (g™ ) (JE ).

¢) Expliciter g~ (x).
d) Tracer dans (O,ij) les courbes représentatives de g etde g™
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Exercice 11

[

Soit f la fonction définie su{%T , g} par f(x) =sinx

1) Montrer que f réalise une bijection %521[ , g} sur[ -1, 1]

2) Justifier quef™(0)= 0
3) a) Montrer qud ™ est dérivable su}— 1, ][
b) Etudier la dérivabilité d&™ en-1et 1

c) Prouver quéx0]-1,1 on a (f ‘1)' (x) = !

V1-x?

4) Soit la fonction g définie pag(x) =f *(x) +f (- x)
a) Montrer que la fonction g est continue $uft : 1] et gu’elle est dérivable SL]1= 1, :I[
b) Montrer alors que la fonction g est contaur I’intervalle[ -1, 1]
c) En déduire que la fonctidn* est impaire

h(x) = f_l)fx) si x#0
h(0)=0

5) Soit la fonction h définie sur I’intervall}? 1, ][ par :

a) Montrer que la fonction h est paire
b) On considére les fonctions U et V défirdasl'intervalle[ 0 , 1] par
X
V1-x?
Prouver que la fonction U est croissante [s(DJr 1] et que la fonction V est décroissante er, 1]

c) En déduire qu@xD[O,]{ onax < f*(x) < X

1-x?
d) Montrer alors que la fonction h est aom en 0

Ux)=f7*(x)- x et V(x)=f™(x)-
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