
Fonctions réciproques       4eme  Mathématiques 
 

Dans tous les exercices le plan est rapporté à un repère orthonormé )j,i,O(
rr

  
 
 
Exercice 1 
 

Soit f  la fonction définie sur [ [∞+  ,  0   par : xx1x)x(f 22 ++−=   et soit (C) sa courbe représentative   

1)  Montrer que f est continue sur [ [∞+  ,  0  
2)  a) Etudier la dérivabilité de f à droite en 0 et interpréter géométriquement le résultat obtenu  
     b) Montrer que f est dérivable sur ] [∞+  ,  0  et calculer )x(f ′  

     c) En déduire que 0)x(f >′  ; ∈∀x ] [∞+  ,  0   
3)  a) Dresser le tableau de variation de f 
     b) Montrer que f est une bijection de [ [∞+  ,  0  sur [ [∞+−   ,  1  

4)  Montrer que l’équation f(x)=0 admet dans [ [∞+  ,  0  une unique solution α  et que ] [1  ,  0∈α  

5)  Soit 1f −  la réciproque de f 
     a) Donner le sens de variation de 1f −  
     b) Montrer que 1f −  est continue et dérivable sur [ [∞+−   ,  1  
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Exercice 3  

Soit f la fonction définie sur 




 π
2

  ,  0 par : xtan)x(f = . 

1)  Etudier la dérivabilité de f en +0 et interpréter le résultat graphiquement. 

2)  Montrer que f est une bijection de 




 π
2

  ,  0  sur [ [∞+  ,  0 . 

3)  Soit g la fonction réciproque de f. 

Montrer que g est dérivable sur [ [∞+  ,  0  et ∈∀x  [ [∞+  ,  0  on a : 
4x1

x2
)x(g

+
=′  

 

4)  a) Montrer que ∈∀x  [ [∞+  ,  0  on a 
2x

1
g)x(g

π=






+  

     b) En déduire que pour tout IRx ∈∀ ( ) ( )x1xgx1xg 22 +++−+  est une constante. 
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Exercice 5 

Soit f la fonction définie sur ] [∞+  ,  1  par : x
1x

1
)x(f −

−
=   

1)  a) Dresser le tableau de variation de f  
     b) Montrer que l’équation 0)x(f =  admet dans l’intervalle ] [∞+  ,  1 une unique solution α   
     c) Montrer que 21 <α<  

 2) Soit la fonction g définie sur [ [∞+  ,  1  par 
x

1
1)x(g +=  

3)  Montrer que α=α)(g  

4)  a) Déterminer l’image de l’intervalle [ [∞+  ,  1  par g 
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  b) Montrer que ∈∀x [ [∞+  ,  1   
2

1
)x(g ≤′  

     c) En déduire que ∈∀x [ [∞+  ,  1  α−≤α− x
2

1
)x(g   

4)  Soit la suite )U( n définie sur IN par : 2U0 =   et   )U(gU n1n =+  INn ∈∀   

     a) Montrer que INn ∈∀  on a : 2U1 n ≤≤  

     b) Montrer que INn ∈∀  on a : α−≤α−+ n1n U
2

1
U  

    c) En déduire que INn ∈∀  on a : 
n

n 2

1
U 







≤α−  

    d) En déduire la limite de la suite )U( n   
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Exercice 7 

Soit f la fonction définie sur par : 
1x

2
x)x(f

+
+−=  et soit )C(  sa courbe représentative 

1)  Donner le domaine de définition de f 
2)  a) Calculer )x(flim

x +∞→
  et  )x(flim

1x +−→
 

     b) Dresser le tableau de variation de f 
3)  a) Montrer que la droite xy:D −=  est une asymptote à )C(  
     b) Etudier la position relative de )C( par rapport à D 
4)  a) Donner une équation cartésienne de la tangente T à la courbe )C( au point d’abscisse 0 
     b) Tracer )C(  ; D et T 

5)  Montrer que l’équation x)x(f = admet dans] [∞+−   ,  1   une unique solution α  et que 5,11 <α<  

6)  a) Montrer que f réalise une bijection de] [∞+−   ,  1  sur un intervalle J que l’on déterminera 

     b) Montrer que 1f −  est dérivable sur J  

     c) Calculer en fonction de α  ; ( ) )(f 1 α′−  

     d) Tracer la courbe )C(′  de 1f −  
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Exercice 9 

Soit f la fonction définie sur IR par : 
1x

x
1)x(f

2 +
+=    et soit )C(  sa courbe représentative 

1)  Etudier les variations de la fonction f et tracer sa courbe )C(  
2)  Montrer que le point 1)  ,  0(Ω  est un centre de symétrie de )C(  
3)  Montrer que f est une bijection de IR sur un intervalle I que l’on déterminera 
4)  Tracer la courbe )C(′ de 1f −  dans le même repère 
5)  Montrer que l’équation : x)x(f =  admet dans IR une unique solution α  et que 1>α  

6)  Soit la fonction h définie sur 




 ππ−
2

  ,  
2

 par : xtan)x(h =  

On pose 
hf

1
Get      hfH

o
o ==  

     a) Expliciter G(x)et    )x(H  pour tout 




 ππ−∈
2

  ,  
2

x . Montrer que G est une bijection de 




 ππ−
2

  ,  
2

sur 

un intervalle J que l’on précisera 

     b) Etudier la dérivabilité de 1G−  sur J et calculer ( ) )x(G 1 ′−  
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Exercice 11 

Soit f la fonction définie sur 




 ππ−
2

  ,  
2

 par : xsin)x(f =  

1)  Montrer que f réalise une bijection de 




 ππ−
2

  ,  
2

 sur [ ]1  ,  1-  

2)  Justifier que : 0)0(f 1 =−    

3)  a) Montrer que 1f −  est dérivable sur ] [1  ,  1−  

     b) Etudier la dérivabilité de 1f −  en 1et    1−  

     c) Prouver que ∈∀x ] [1  ,  1−  on a :( )
2

1

x1

1
)x(f

−
=

′−  

4)  Soit la fonction g définie par : )x(f)x(f)x(g 11 −+= −−  

     a) Montrer que la fonction g est continue sur  [ ]1  ,  1-  et qu’elle est dérivable sur ] [1  ,  1−  

     b) Montrer alors que la fonction g est constante sur l’intervalle [ ]1  ,  1-  

     c) En déduire que la fonction 1f −  est impaire  

5)  Soit la fonction h définie sur l’intervalle ] [1  ,  1−  par :     
                         0h(0)

0  xsi     
x

)x(f
)x(h

1








=

≠=
−

 

      a) Montrer que la fonction h est paire 
      b) On considère les fonctions U et V définies sur l’intervalle [ ]1  ,  0  par : 

             x)x(f)x(U 1 −= −               et           
2

1

x1

x
)x(f)x(V

−
−= −  

Prouver que la fonction U est croissante sur [ ]1  ,  0  et que la fonction V est décroissante sur [ ]1  ,  0  

       c) En déduire que ∈∀x [ [1  ,  0  on a :
2

1

x1

x
    )x(f    x

−
≤≤ −  

        d) Montrer alors que la fonction h est continue en 0 
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